Capitulo 6

Critica y Diagnosis del Modelo Lineal

6.1 Coeficiente de Determinacién Multiple

Otra herramienta que puede emplearse para estudiar la adecuacién de un modelo es el
Coeficiente de Determinacion Miltiple R2, el cual se define como

_SSR__ _SSE
T SST 88T

De manera informal, podemos pensar que R? representa el porcentaje de la variacién
de los datos que es explicado por el modelo. Claramente, 0 < R? < 1, y mientras m4s
cerca esté R? de uno, mayor serd la variacién explicada.

Sin embargo, nétese que cada vez que se introduce una nueva variable independiente en
el modelo aumenta SSR, y por tanto aumenta R?; es decir, R? puede acercarse todo lo que
se desee a uno sélo incorporando suficientes variables al modelo. Por lo tanto, el coeficiente
de determinacion miltiple debe ser usado con sumo cuidado, y no debe emplearse como
unico criterio de comparacion entre modelos, ya que no penaliza la complejidad del modelo.

Como ilustracién de este procedimiento, con los datos del ejemplo 5.1 calculemos los
valores de R? para los dos modelos correspondientes al ejemplo 5.1 que fueron comparados
en la seccion 5.2.

Para el modelo (1), y; = Bo + Boxe + €4, (el cual explica el consumo del producto en
funcién del nivel educativo en la zona) obtenemos

, 15441
1712792

Es decir, el modelo (1) explica alrededor del 60% de la variacién de los datos.

R2

= 0.5897
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Para el modelo (2), y; = Bo + fi121; + Boa; + Bax3; + ¢ (es decir, el modelo que incluye
adicionalmente el nivel de urbanizacién y el ingreso relativo), se obtiene como valor para
el coeficiente de determinacién

,  1081.35

= = 0.84
i 1279.2 0-8453

Es decir, el modelo (2) explica aproximadamente el 85% de la variacién de los datos.

Parece entonces haber una gran diferencia entre ambos modelos. Sin embargo, cabe
preguntarse si ese aumento del R? es debido a una mejorfa real en el modelo, o sélo al
hecho de introducir una variable adicional.

Para penalizar la complejidad del modelo, definimos el Coeficiente de Determinacion
Muiltiple Corregido, R**, como:

SSE
RQ* —1_ n—(k+1) —1_ M—'SE
S5T MST

n—1

Nétese que, a diferencia de B2, modelos que produzcan el mismo SSFE pueden generar
diferentes valores de R?*, dependiendo de su complejidad.

Para los modelos anteriores, R?* = 0.5311 y R%* = 0.7525. En ambos casos, el coe-
ficiente de determinacion corregido da valores inferiores a los arrojados por el coeficiente
de determinacién miiltiple. En particular, para el modelo (2) obtenemos una disminucién
apreciable. Sin embargo, ain se trata de comparar un 75% de variacién explicada para el
modelo (2) contra un 53% de variacién explicada para el modelo (1). Esto puede llevarnos
a pensar que, contrariamente a lo obtenido usando la prueba F, un modelo para explicar el
consumo del producto debe incluir el nivel de urbanizacion o el ingreso relativo, o ambas.

6.2 Critica del Modelo

Toda la inferencia que hemos desarrollado para modelos lineales descansa en cuatro su-
posiciones basicas:

La relacién entre las variables es lineal.

Los errores siguen una distribucién normal.

Las varianzas de los errores son iguales (es decir, los errores son homoceddsticos).

Los errores son independientes.
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Claramente, es necesario tener alguna manera de determinar si estas hip6tesis se cum-
plen, al menos en forma aproximada. Para ello, resulta razonable usar los residuos

e=Y-Y=Y- X3,

pues éstos resumiran toda la informacién disponible sobre los errores.

En la seccion 4.3 se probé que si el modelo Y = X3+ € es correcto, los residuos pueden
ser escritos como e = (I—V)e, donde V = X (X'X)~! X' es la matrix de proyeccién sobre el
espacio generado por las columnas de X. Es decir, si el modelo es correcto, los residuos son
combinaciéon lineal de los errores, y ésto implica que los residuos siguen una distribucién
Normal con media

E(e) = E[I-V)e]

= (I-V)E(e)
— (I-V)0
0
y varianza
Var(e) = El(e - E(e))(e — E(e))’]
= E[(e—0)(e—0)]
= FE[(e€]
= E[(I-V)ee'(I-V)] (I — V) es simétrica
= ([-V)E(EI-V)
a*(I-V) (I — V) es idempotente

Por tanto, Var(e;) = 0%(1 — v;), donde vy; es el i-ésimo elemento de la diagonal de V.
El diagnoéstico del modelo se basa en comparar el comportamiento de los residuos con
el comportamiento de variables aleatorias normales. A efectos practicos, suelen analizarse

los residuos estandarizados .
(A

S vV 1-— Vii ’
es decir, los residuos divididos entre un estimador de su desviacién estandard.

El andlisis de los residuos estandarizados se hace en forma grafica. Los gréficos de
residuos mas usados son los siguientes:

T, =
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1. Grafico de residuos en papel normal.

Para construir un grafico probabilistico normal, ordenamos los residuos en forma
ascendente y graficamos el k-ésimo residuo vs. el punto Z; = @‘1(%), donde @ es
la funcién de distribucién Normal(0,1).

Si los datos provienen de una distribucién normal, este grafico deberia lucir como una
linea recta. Cuando se detectan desviaciones sisteméticas a partir de este patrén (por
ejemplo, forma de S o curvas) obtenemos evidencia de que los datos no provienen de
una distribucién normal. En este caso, es necesario transformar la variable depen-
diente para obtener un comportamiento mas semejante al de un conjunto de datos
normales.

Este grafico también es 1til para identificar valores atipicos.

. Grafico de Residuos vs. Valores Estimados

Si el modelo que se emplea es correcto, los residuos deberian carecer de estructura
y lucir simplemente como ruido, pues toda la senal contenida en los datos ha sido
explicada por el modelo. Por lo tanto, un grafico de residuos satisfactorio en esta
situacién no debera mostrar ningin patrén evidente de comportamiento, como se
indica en la figura 6.1

Figura 6.1: Forma de un grafico satisfactorio de residuos.

Si usamos los residuos estandarizados r;, es raro que los residuos se encuentren fuera
del intervalo (—3, 3), y deberia haber aproximadamente el mismo niimero de residuos
positivos y negativos.
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Algunas formas tipicas para graficos de residuos insatisfactorios se muestran en la
figura 6.2. En el caso (1), se evidencia que es necesario incluir otra variable explica-
tiva, mientras que en el caso (2) es necesario incluir un término de orden superior
(cuadrético, cibico, etc.). Finalmente, el caso (3) se presenta cuando la varianza de
los residuos no es constante, sino que depende del valor ajustado (es decir, los errores
son heteroceddsticos). Cuando esto sucede, nuevamente es necesario aplicar alguna
transformacion a la variable dependiente con el fin de estabilizar la varianza.

Figura 6.2: Formas tipicas de graficos de residuos insatisfactorios.

3. Grafico de residuos vs. variables explicativas.

4. Grafico de residuos vs. variables no incluidas en el modelo.

Cuando se presentan anomalias como las descritas en el punto 2., estos graficos
permiten determinar qué variable debe incluirse, o para cudl de ellas es necesario
incluir un término de orden superior.
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Ejemplo 6.1 Consideremos el siguiente conjunto de datos

Xt 10 20 80 12 14 16 18 22 2, 2 28
X2 2 1 /i 3 2 2 4 5 1 3 5
Y 2,2 8, 1858 3847 41 58 69 984 127 133 139.2

Usando un paquete estadistico se ajusté el modelo y; = By + Brx1; + Boxe; + &5 ¥ se
obtuvieron los siguientes resultados

Coeficiente Valor Error Standard Valor ¢

Bo -59.58

01 7.73 0.52 14.82

0B -1.64 2.40 -0.68
Fuente  Grados de Libertad SS MS F
Modelo 2 25381.91 12690.95 128.04
Error 8 792.98 99.12
TOTAL 10 26174.89

Si comparamos el valor calculado de F' con el valor tabulado Fjy*® = 6.06 concluimos
que el modelo ajustado es mejor que el modelo y; = By + ;. Los valores R? = 0.9697
y R?>* = 0.9621 indican, ademds, que el modelo explica aproximadamente el 97% de la
variacion de los datos.

Al comparar los valores ¢ para los distintos coeficientes con el valor tabulado 3% = 2.36
observamos que el siguiente paso pareceria ser eliminar x5 del modelo. Sin embargo, antes
de continuar analicemos los residuos obtenidos al ajustar este modelo, los cuales se presen-
tan en la figura 6.3. En el grafico de residuos vs valores ajustados se observa un patrén de
curva; cuando graficamos los residuos con respecto a X; y Xs, queda claro que ese patrén
corresponde a la variable Xj;.

En vista de los resultados obtenidos, decidimos ajustar un modelo de la forma:

Yi = Bo + /51113%' + Bowa; + €;
El paquete estadistico nos da

Coeficiente Valor Error Standard Valor ¢
Bo 12.19

1 0.20 0.01 22.35
65 -2.70 1.62 -1.67
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Figura 6.3: Gréficos de residuos para el ejemplo 6.1
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Fuente  Grados de Libertad SS MS F
Modelo 2 25819.32 12909.66 290.43
Error 8 355.57 44.45

TOTAL 10 26174.89

Nuevamente se obtiene un modelo mejor que el modelo y=constante+error. Incluso
aumenta el R? (en este caso es 0.9864) para un modelo de la misma complejidad. Sin
embargo, es necesario continuar el analisis, pues pareciera razonable eliminar X5 del modelo
en base al valor del ¢ correspondiente.

Los graficos de residuos se presentan en la figura 6.4. Alli puede verse que la tendencia
en los residuos ha desaparecido, si bien el grafico normal de residuos revela la presencia de
un valor cuyo residuo se encuentra inusualmente alejado del resto. Aun asi, es claro que
este segundo modelo es preferible al primero.

residuos vs valores ajust. Grafico normal
— —
[%2] v
S o S o
S S
S g =
N N
50 100 150 -1 0 1
valores ajustados
residuos vs. x1 residuos vs. x2
— —
[%2] [%2]
S o S °
5 . i) .
$ < g -
N N
10 15 20 25 30 1 2 3 4 5
x1 X2

Figura 6.4: Graficos de residuos para el segundo modelo, ejemplo 6.1
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6.3 Seleccion del Mejor Conjunto de Variables Inde-
pendientes

6.3.1 Covarianza y Correlacién

Recordemos que la covarianza para dos variables aleatorias X y Y se define como
Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))]

La covarianza es una medida de la relacion lineal entre dos variables aleatorias, pero
tiene el inconveniente de depender de la magnitud de los datos. Para eliminar dicha
dependencia se define el coeficiente de correlacion p como

_ Cov(X,Y)
p= Ox0y

Puede probarse que |p| < 1, de manera que mientras més cercana a 1 esté una correla-
cién, mayor serd la asociacién lineal entre las variables en estudio. Una correlacién p > 0
indica una relacion lineal positiva, es decir, X crece cuando Y crece. Lo contrario sucede
si p < 0: Y decrece cuando X crece.

El equivalente muestral de esta dltima medida es la correlacion muestral r, la cual se
define para n pares de observaciones (X1, Y7),..., (Xn,Y,) como

(X - X)(Y; =)
VIR (X = X2, (Y - V)2

Noétese la semejanza con la definicién de correlacién para dos variables aleatorias (ba-
sicamente, se sustituyen esperanzas por promedios).

Al tratarse de una medida de asociacién lineal, parece razonable incluir la correlacion
como parte del andlisis de un modelo de regresién, e incorporar al modelo las variables ex-
plicativas que tengan la mayor correlacién con Y. Sin embargo, este criterio puede presentar
problemas cuando las variables independientes estan cerca de ser linealmente dependientes;
esta situacion se conoce como multicolinealidad. En este caso, los estimadores de minimos
cuadrados no miden los efectos individuales, sino que reflejan un efecto parcial.

Notese que, al ser la correlacién muestral una medida de relacién lineal entre dos vec-
tores de datos, podemos usarla para medir relacion lineal entre las variables independientes,
aun cuando no se trate de variables aleatorias. Por lo tanto, hablaremos de la matriz de
correlacion para las variables del problema, y diremos que dos variables independientes
estdn “correlacionadas” cuando exista relaciéon lineal entre ellas.

En el Ejemplo 5.1 la matriz de correlacion es la siguiente:

r(X,Y) =
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X1 X2 X3
X1 1
Xy 0.684 1
X3 -0.616 -0.172 1
Y 0.802 0.768 -0.629

Obsérvese que la variable independiente mas correlacionada con Y es Xy, pero ésta, a
su vez , estd muy correlacionada con las otras dos. Es decir, si incluimos X7, Xy y X3 en el
modelo, estaremos introduciendo informacién en algin sentido “redundante”, por lo cual
los coeficientes estimados no mediran los efectos individuales de cada variable. En efecto,
veamos la matriz de correlacion estimada para las componentes del vector B cuando se
ajusta el modelo Y; = ﬂ() + 51.’1)11' + 52.’1321' + ,63£E3i + &

A B P2 s
P 1

By -0.7442 1

By 0.6929 0.4326 1

Como era de esperarse, vemos que [3; esta correlacionado con (3, y 3. Estas relaciones
explican los fenémenos observados en este ejemplo al aplicar la prueba t para probar
hipotesis sobre los parametros del modelo.

6.4 Técnicas de regresion por pasos

Teniendo en cuenta el fenémeno de multicolinealidad, se han desarrollado diversos métodos
automaticos para la seleccion del mejor conjunto de variables independientes. Muchos de
estos métodos pueden clasificarse como métodos de regresion por pasos, pues implican la
inclusién o eliminacién de una variable independiente del modelo en cada paso del proceso.

A continuacién estudiaremos dos de estas técnicas de regresién por pasos: la eliminacion
regresiva y la inclusion progresiva.

e Eliminacién Regresiva.

La técnica de eliminacidn regresiva (Eliminacién hacia atrds o “Backwards Regres-
sion”) funciona de la siguiente manera:

1. Se ajusta el modelo que contiene todas las posibles variables independientes.
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4.

Se toma el pardmetro que tiene menor valor calculado para ¢, digamos [;

Se prueba la hipotesis Hy : 6; = 0. Si no se puede rechazar esta hipdtesis, la
variable X; es eliminada del modelo, se ajusta un nuevo modelo y se regresa al
paso 2.

Si la hipotesis Hy : 3; = 0 es rechazada, el procedimiento termina.

Esta es la técnica que se usé al ajustar el modelo correspondiente al ejemplo 5.1

e Inclusién Progresiva.

El procedimiento de inclusién progresiva (Inclusién hacia adelante, “Stepwise Re-
gression”) se basa en las correlaciones de las variables independientes X1, Xo, ..., Xj
con la variable dependiente Y. Sin embargo, ya vimos que cuando las variables in-
dependientes estan correlacionadas entre si, este criterio puede llevar a conclusiones
incorrectas.

Para superar este inconveniente, se procede de la siguiente manera: supongamos
que se tiene el modelo y; = By + fi1x1; + €. Se desea incluir una nueva variable
explicativa entre X,, X3,..., X, pero se quiere “eliminar el efecto” de X7, es decir,
se desea seleccionar una variable cuya correlacién con Y no sea originada por una alta
correlacién con X;. Una manera de lograr este objetivo es calcular la correlacion entre
los residuos del modelo y; = By + B1217 + € y los residuos de cada uno de los modelos

Ty =

Bo+ (1x1;+¢€. A esta correlacién la llamaremos correlacion parcial entre Y y X,

eliminando la influencia de X, y la denotaremos como (Y — Y (X1), X; — X;(X1)).
Noétese ademads que puede eliminarse la influencia de tantas variables como se desee,
simplemente incluyéndolas en el modelo.

El procedimiento de inclusién progresiva funciona entonces de la siguiente manera:

1.

Se ajusta el modelo y; = By + (ix1; + €, donde X; es la variable independiente
tal que 7(X1,Y) sea maxima.

Se prueba la hipétesis Hy : 81 = 0. Si no se rechaza , el procedimiento termina.

Si se rechaza la hipotesis, se calculan las correlaciones parciales de Y con las
variables restantes (eliminando la influencia de X7), y se incluye en el modelo
aquella con mayor correlacién parcial.

. Se prueba la hipétesis Hy : 3; = 0 para todas las variables presentes en el modelo.

Si no se rechaza esta hipétesis para la ultima variable incluida, el procedimiento
termina.
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5. Si se rechaza H, : 3; = 0 para la ultima variable incluida, pero no se rechaza
para alguna otra variable, esta ultima se elimina del modelo, y nuevamente se
trata de incluir otra variable.

6. El procedimiento se repite hasta que no se pueden incluir mas variables en la
ecuacion.

Ejemplo 6.2 Se desea estudiar el calor desprendido por un cierto tipo de cemento al
endurecerse, en funcion de su composicion. Las variables de interés en el estudio son:

Y:  Calor desprendido (cal/gr).

X1: Porcentaje de aluminato de calcio (3Ca0.Aly0O3).

Xo:  Porcentage de silicato tetracdlcico (3Ca0.Si0y).

X3:  Porcentaje de ferrita aluminica tetracdlcica (4CaO.AlsO5.Fey0s).
X4:  Porcentaje de silicato dicdlcico (2Ca0.Si0y).

Al realizar un experimento, se obtienen los siguientes datos:

X1 X2 X3 X{ Y
7 2 6 60 78
129 15 52 Y
11 56 8 20 104
11 31 8 47 87
7 52 6 383 95
11 55 9 22 109
3 71 17 6 102
181 22 44 72
21 47 4 2 115
2 5, 18 22 93
1 40 23 84 83
11 66 9 12 113
10 68 8 12 109

Comencemos por explorar la matriz de correlacién

X; Xy X3 Xy
Xy 1
Xy 0.229 1
X3 -0.824 -0.139 1
Xy -0.845 -0973 0.3 1
Y 0731 0.816 -0.535 -0.821
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Observando estas correlaciones seria razonable esperar un modelo que no contenga
simultaneamente los pares de variables X; — X3, X7 — X4, o X5 — X4, pues éstas tienen
correlaciones altas entre si. En este caso, la variable mas correlacionada con Y es Xj.

Apliquemos el método de inclusién progresiva para el ajuste de este modelo.

e PASO 1: Incluir X4.

Modelo: y; = By + BaTa; + &

Para este modelo se obtiene R? = 0.678 y F = 23.128, con lo cual se rechaza la
hipétesis Hy : 3, = 0.

Variable Correlacién Parcial F-to-enter

X1 0.954 101.97
X2 0.132 0.178
X3 -0.896 40.752

Obsérvese la diferencia la correlacién y la correlacién parcial entre X4 y X2.

El F-to enter es el valor de F que se obtiene al comparar el modelo actual con el
modelo que también incluye la variable indicada. La informacién propocionada por
esta cantidad es equivalente a la correlacion parcial.

e PASO 2: Incluir X;.
Modelo: y; = fo + 121 + BaTai + &
Para este modelo se obtienen R? = 0.971 y F' = 168.690. Nétese que hay un marcado

incremento en el R?.

Parametros Estimados F-to-remove

B 102.758
8 1.43 101.966
By -0.617 153.644

El F-to-remove corresponde a probar el modelo actual con el modelo sin la varia-
ble indicada (es, en realidad, el cuadrado del estadistico ¢ correspondiente a dicha
variable).

Obsérvese que la menor F es la correspondiente a la variable que acabamos de incluir,
y su valor no permite eliminar dicha variable del modelo. Por tanto, tratamos de
incluir una nueva variable.
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Variable Correlacién Parcial F-to-enter
X, 0.584 4.775
X3 -0.59 4.325

e PASO 3: Incluir X,.
Modelo: y; = By + Bix1i + Boxoi + Baai + &5

Para este modelo se obtienen R? = 0.981 (Obsérvese que casi no crece con respecto
al modelo anterior) y F' = 156.502. Nuevamente, el modelo ajustado es mejor que el
modelo y; = [y + €.

Parametros Estimados F-to-remove

By 71.121

B, 1.442 142.536
B 0.419 4.775
Ba -0.237 1.757

El menor valor de F' corresponde a (34; al comparar este valor con el valor tabulado
de Fg° = 4.67, no rechazamos Hy : 84 = 0.

e PASO 4: Eliminar X,.
Modelo: y; = By + Bi71; + PoTo; + €

Para este modelo se obtienen R? = 0.978 (Obsérvese que casi no decrece con respecto
al modelo anterior y es ligeramente mayor que el obtenido en el paso 2) y F' = 217.421.

Parametros Estimados F-to-remove

Bo 52.008
B 1.458 136.98
B 0.665 194.558

El menor valor de F', correspondiente a (31, no permite eliminar X; del modelo.

Variables Correlacion Parcial F-to-enter
X; 0.387 1.585
X -0.404 1.757
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Observemos que la variable cuya F' asociada es mayor es justamente la que acabamos
de sacar, es decir, X,. Por lo tanto, terminamos el proceso.

En conclusiéon, segiin el método de Inclusiéon Progresiva, el mejor modelo es:
Yi = Bo + B1x1; + Poxo; + €;. El modelo obtenido es consistente con lo que esperabamos
luego de observar la matriz de correlacién entre las variables.

Para este problema, el método de Eliminacién Progresiva nos da el mismo modelo como
el mejor. Esto no es cierto en general: cada método puede producir un resultado distinto.

6.5 Consideraciones importantes

No puede olvidarse nunca el importantisimo papel que juegan el sentido comun y el
conocimiento del problema en el analisis estadistico del mismo. Los procedimientos au-
tomaticos para selecciéon de modelos pueden ser una herramienta util, pero no deben ser
usados en forma indiscriminada, pues en ocasiones producen resultados carentes de sentido
a la luz del problema particular que se estd estudiando.

Asi mismo, no debe ovidarse nunca que un modelo lineal se basa en ciertas suposiciones
que deben ser comprobadas. El que un modelo haya sido seleccionado como “el mejor”
por algin procedimiento automaéatico no garantiza que estas suposiciones se cumplan. Es
siempre necesario, por tanto, analizar los residuos del modelo obtenido, y en caso de que
se presenten problemas éstos deben ser resueltos.



